
Agrégation - Leçons

Inégalité de HOEFFDING
[bernis, p ]

ÉNONCÉ :

Théorème : Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes, centrées et bornées presque-sûrement,
i.e. :

∀n ∈ N, ∃cn > 0, P({ω ∈ Ω | |Xn(ω)| ≤ cn}) = 1

Alors en notant, pour n ≥ 1, Sn = ∑n
j=1Xj, on a :

∀n ∈ N∗, ∀ε > 0, P(|Sn| > ε) ≤ 2 exp
− ε2

2∑n
j=1 c

2
j


Application : Soit (α, β) ∈ (R∗+)2 tel que :

∀n ∈ N∗,
n∑
j=1

c2
j ≤ n2α−β

Alors
(
Sn
nα

)
tend presque-sûrement vers 0 lorsque n→ +∞.

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : Soit X une variable aléatoire bornée par 1 presque-
sûrement et centrée. Alors on a :

∀t ∈ R∗+, E[exp(tX)] ≤ exp
t2

2



Démonstration. Soient t ∈ R∗+ et x ∈ [−1, 1]. On a :
0 ≤ 1

2(1− x) ≤ 1
0 ≤ 1

2(1 + x) ≤ 1
1
2(1− x) + 1

2(1 + x) = 1
De plus, xt = 1

2(1− x)(−t) + 1
2(1 + x)t.

La fonction t 7→ exp(tx) étant convexe, on a :

exp(tx) ≤ 1
2(1− x) exp(−t) + 1

2(1 + x) exp(t)

X étant presque-sûrement bornée par 1 par hypothèse, exp(tX) est
bornée presque-sûrement et admet une espérance :

E[exp(tX)] ≤ 1
2E[1−X] exp(−t) + 1

2E[1 +X] exp(t)

= 1
2(exp(−t) + exp(t)) (car X est centrée)

= ch(t)

Or ch(t) = ∑+∞
n=0

t2n

(2n)! et exp
(
t2

2

)
= ∑+∞

n=0
t2n

n!2n . Mais comme n!2n ≤
(2n)! pour tout n ∈ N, ch(t) ≤ exp

(
t2

2

)
d’où E[exp(tX)] ≤

exp
(
t2

2

)
.

Démonstration. (théorème) : Par hypothèse, pour tout n ∈ N∗, Xn

cn
est une variable aléatoire réelle centrée et bornée presque-sûrement
par 1. Par le lemme, il vient :

∀t′ ∈ R∗+, E
[
exp

(
t′
Xn

cn

)]
≤ exp

t′2
2


En posant t′ = tcn, on a : E[exp(tXn)] ≤ exp

(
t2

2 c
2
n

)
.
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Ainsi, comme les (exp(tXn))n∈N sont indépendantes, il vient :

E[exp(tSn)] =
n∏
j=1

E[exp(tXj)]

≤
n∏
j=1

exp
t2

2 c
2
j


≤ exp

t2
2

n∑
j=1

c2
j


Fixons ε > 0. La fonctions x 7→ exp(tx) étant croissante, il est clair
que :

{ω ∈ Ω | Sn(ω) > ε} ⊂ {ω ∈ Ω | exp(tSn(ω)) > exp(tε)}

d’où :

P(Sn > ε) ≤ P(exp(tSn) > exp(tε))

≤ E[exp(tSn)]
exp(tε) (par l’inégalité de markov)

≤ exp
 n∑
j=1

c2
j

t2

2 − tε


Considérons a = ∑n
j=1 c

2
j . La fonction t 7→ a

2t
2− εt atteint son mini-

mum de valeur − ε2

2a au point t0 = ε
a > 0. Par stricte croissance de

la fonction exponentielle, il vient :

P(Sn > ε) ≤ exp
− ε2

2∑n
j=1 c

2
j


En remarquant que :

{ω ∈ Ω | |Sn(ω)| > ε} = {ω ∈ Ω | Sn(ω) > ε}t{ω ∈ Ω | −Sn(ω) > ε}

On a :
P(|Sn| > ε) ≤ 2 exp

− ε2

2∑n
j=1 c

2
j



Démonstration. (Application) : Fixons ε > 0. En vertu de l’inégalité
de hoeffding, on a :

∀n ∈ N∗, P(|Sn| > nαε) ≤ 2 exp
− n2αε2

2∑n
j=1 c

2
k


≤ 2 exp

−nβε22


Or exp

(
−nβε2

2

)
=

n→+∞
o
( 1
n2

)
. Ainsi par comparaison des séries à

termes positifs, la série de terme général P(|Sn| > nαε) converge.
Par le lemme de borel-cantelli, on a :

∀ε ∈ R∗+, P
lim sup

n→+∞

ω ∈ Ω |
∣∣∣∣∣∣Sn(ω)
nα

∣∣∣∣∣∣ > ε


 = 0

En particulier, pour tout ε ∈ Q∗+,

1 = P
(

lim inf
n→+∞

{∣∣∣∣∣Snnα
∣∣∣∣∣ ≤ ε

})
= P

 ⋃
n∈N∗

⋂
m≥n

{∣∣∣∣∣Smmα

∣∣∣∣∣ ≤ ε

}
i.e., ∀ε ∈ Q∗+, on dispose d’un ensemble Fε ∈ F de mesure pleine
tel que pour tout ω ∈ Fε, il existe n ∈ N∗ tel que, pour tout m ≥ n,∣∣∣∣Sm(ω)
mα

∣∣∣∣ ≤ ε. Soit F = ⋂
ε∈Q∗

+

Fε (qui est de mesure pleine par dénom-

brabilité de Q). Alors :

∀ω ∈ F, ∀ε ∈ Q∗+, ∃n ∈ N∗, t.q. ∀m ≥ n,

∣∣∣∣∣∣Sm(w)
mα

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

d’où la convergence presque sûre de Sn
nα vers 0 lorsque n→ +∞.
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