Agrégation - Legons

]négahté de HOEFFDING Démonstration. Soient ¢ € RY et z € [-1,1]. On a
0<3(1-2)<1

0<i(l+z) <1

ENONCE : s(l—2)+5(1+2)=1

De plus, zt = 3(1 — z)(—t) + 3(1 + z)t.

[BERNIS, D |

Théoréme : Soit (X,),en une suite de variables aléatoires La fonction ¢+ exp(tz) étant convexe, on a :
2 . 7 7 ’ R 1 1
Zeeell'es indépendantes, centrées et bornées presque-siirement, exp(tz) < S (1— ) exp(—t) + S (1 + 2) exp(t)
VneN, Je, >0, PUw € Q| | X)) < en}) =1 X étant presque-stirement bornée par 1 par hypothese, exp(tX) est
Y n Y n — =N -
bornée presque-siirement et admet une espérance :
Alors en notant, pour n > 1, S, = X% ; X;, on a: 1 1
P Elexp(tX)] < §E[1 — X]exp(—t) + iE[l + X]exp(t)
Vn € N*, Ve > 0, ]P’(|Sn‘ > 6) S Qexp <—n2) 1
27,6 = §(exp(—t) +exp(t)) (car X est centrée)
Application : Soit («, 8) € (R%)? tel que : = ch(t)
n n n .
Vn € N, ;c? < p2ap Or ch(t) = X (gz—n), et exp (’;2) = > 75,22 Mais comme n!2" <
” (2n)! pour tout n € N, ch(t) < exp (t;) d'ou Elexp(tX)] <
Alors (S—g) tend presque-stirement vers 0 lorsque n — +00. .2
n exp <2> []
DEVELOPPEMENT : Démonstration. (théoréme) : Par hypothese, pour tout n € N*, Xn

Cn
est une variable aléatoire réelle centrée et bornée presque-stirement

LEMME : Soit X une variable aléatoire bornée par 1 presque- par 1. Par le lemme, il vient :

stirement et centrée. Alors on a : , , X t"
Vi eRL, E lexp (t )] < exp 5

¢ Cn
vVt € R, Elexp(tX)] < exp (2)

En posant ¢ = tc,, on a : Elexp(tX,)] < exp <t22ci)
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Ainsi, comme les (exp(tX,,))nen sont indépendantes, il vient :

n

[ Elexp(tX;)]

j=1
t2
*C

< exp (2 Z%c?)
j:

Elexp(tS,)] =

n

< Hexp

Fixons € > 0. La fonctions x — exp(tx) étant croissante, il est clair
que :

{we Q| S (w)>e} C{weQ|exp(tS,(w)) > exp(te)}

d’ou :
P(S, > €) < P(exp(tS,) > exp(te))
< [giigf)n)] (par I'inégalité de MARKOV)
<e §nj ?— —te)

Considérons a = >7_, c . La fonction ¢ — $t* — et atteint son mini-
2 . .
mum de valeur —5- au point ¢y = £ > 0. Par stricte croissance de

la fonction exponentielle, il vient :
P(S,, > ¢€) <exp (—

En remarquant que :

{weQ||S W) >e={we|Sy(w) >e{we Q| —

Sn(w) > €}

62
P(|S,| >€) < 2e -
1511 > ) < 200 (55—

Démonstration. (Application) : Fixons € > 0. En vertu de I'inégalité
de HOEFFDING, on a :

[]

n2a€

2
2 X C%)
nPe

)

2

Vn € N*, P(|S,] > n%) < 2exp <—

< 2exp (—

_nﬂe2> _
termes positifs, la série de terme général P(]S,| > n“€) converge.

Par le lemme de BOREL-CANTELLI, on a :
Sh
(w)‘ > e}) =0
ne

En particulier, pour tout € € Q7 ,

Sn
(<) =2(u.0 (<)

ne neN*m>n

i.e., Ve € Q7, on dispose d'un ensemble F, € F de mesure pleine

tel que pour tout w € F,, il existe n € N* tel que, pour tout m > n,
SnL( )
me

o(#). Ainsi par comparaison des séries a

Vee R, P (hm sup

n—-+0o00

{wEQ|

1=P <lim inf

n—-+00

% F. (qui est de mesure pleine par dénom-
ecQL

brabilité de Q). Alors :

<€

Vw e F, Ve € Q, In € N*, t.q. Vm > n,

S (w)

d’ou la convergence presque stire de 5—3 vers 0 lorsque n — +oo. [
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